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Metody reseni Apolloniovych uloh pomoci ICT
(prtivodce studiem)

David Nocar

»Noli turbare circulos meos!” (Nerus mé kruhy)
Archimedes (287 — 212 pf. n. |.)

Udajné Archimédova posledni slova, kterd pronesl, kdyz byl vyrusen fimskym vojdkem pfi
studii kruh(i. Vojak se rozzufil a zabil jej svym mecem.

Pravodce studiem

Mili studenti, mili ¢tenafi studijniho textu,

v ramci tohoto studijniho materidlu si ukazeme moznosti reSeni zakladni Apolloniovy ulohy,
ktera se také zabyva problematikou kruh, presnéji tedy kruznic, ale predpokladam, zZe pro vas
nebude studium této problematiky tak nebezpecné, jak bylo pro Archimeda.

Sezndmite se s formulaci zakladni ,Apolloniovy ulohy” a ukdZzeme si nékteré metody jejiho
reseni. DGraz bude kladen na vyuZivani ICT pfi téchto feSenich, nebot bez této pomoci je feseni
narocnéjsi, zdlouhavéjsi a nékteré metody témér nerealizovatelné.

Cile:

Po prostudovani tohoto studijniho textu:
e budete struéné seznameni s feckym matematikem Apolloniem z Pergy a jeho dilem,
e seznamite se s tzv. Apolloniovymi tulohami,
e pfipomenete si nékteré konstrukéni dlohy nutné k feseni Apolloniovych uloh,
e seznamite se s nékterymi metodami fesSeni Apolloniovych uloh,
e budete schopni vytesit Apolloniovu ulohu konstrukéné i analyticky,
e pochopite vyznam a efektivitu moznosti ICT pfi feSeni matematickych uloh.
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Uvedeni do problematiky

Apolloniova uUloha vidy zaujimala mezi planimetrickymi tlohami zvlasté vyznamné misto
nejenom proto, Ze jeji feSeni vyzaduje znalosti riznych matematickych vztah(, ale i proto, ze
pfi jejim Ffeseni bylo mnoho novych geometrickych poznatkl objeveno.

Apollonius svou ulohu formuloval v dnes jiz nedochovaném dile ,, O dotycich”, nezname tedy
presné jeji plivodni znéni. Zndma je jenom jeji reprodukce z dila Pappa z Alexandrie, ktery ji
uvadi v nasledujicim znéni:

Necht jsou ddny tfi prvky, z nichZ kazdy muaZe byt bodem, pfimkou nebo kruhem; mad se
narysovat kruh, ktery prochdzi kazdym z danych bodu a dotyka se danych primek ci kruha.

Dnes mluvime o obecné Apolloniové Uloze, tj. sestrojit kruznici, ktera se dotyka tfi danych
kruZnic. Ve specidlnich pfipadech povaZujeme za kruznici i bod (kruznice s nulovym
polomérem) a pfimku (kruznice s nekonecné velkym polomérem).

Nékteré konkrétni Apolloniovy ulohy Fesi jiz zZaci na zakladni Skole, nékteré zase vyzaduji hlubsi
znalosti z geometrie, jakou jsou mnoZiny bod( danych vlastnosti, stejnolehlost, mocnost bodu
ke kruznici, kruhova inverze, dilatace Ci analytické reSeni vychazejici z dalSich znamych
geometrickych poznatkd.

Néco z historie...
Apollonius z Pergy (262 pf. n. . — 190 pf. n. |.)

Apollonius byl fecky matematik, geometr i astronom.
Pochazel z feckého mésta Perga, které je dnes zndmo jako
Murtina (Turecko). Jiz v mladi odesel z Pergy do Alexandrie
(Egypt), kde studoval pod vedenim Euklidovych nasledovnikd
a pozdé&ji zde i vyucoval. Cast svého Zivota pobyval v Efezu a
také v Pergamu, kde byla univerzita a knihovna podobnd
Alexandrijské a kde se také setkal s Eudemem z Pergamu. Byl
také soucasnikem Archimedovym, ale svou praci navazoval
spiS na Eukleida. Apollonius zemfrel v Alexandrii jako vazeny
matematik znamy také pod titulem , Velky geometr”. Vétsina
jeho dél se nedochovala. Vétsina udajli o jeho Zivoté s dile

pochdzi z dél Pappa Alexandrijského.
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Nejznaméjsi dila Apollonia z Pergy:

Konika (Pojednani o kuzeloseckach) - Jednalo se o osmisvazkové dilo, jehoz prvni Ctyfi dily se
zachovaly v feckém originalu, dalsi tfi v arabském prekladu, posledni osmy dik se nedochoval.
Prvni ctyri dily obsahuji prevainé shrnuti poznatkl jiz do té doby znamych, ale jsou
rozpracovany do vétsi hloubky a presnéji. Paty az sedmy dil obsahuji plivodni Apolloniovy
myslenky a zabyvaji se normalami ke kuZeloseckdam, stfedem kiivosti a dalSimi poznatky o
kuZeloseckach. Pred Apolldniem byla definovana jedina kuzelosecka - kruznice, on doplnil a
definoval elipsu, parabolu a hyperbolu. Dokdzal, Zze vSechny kuZelosecky lze odvodit z
rovinného rfezu dvojitého kuzele.

O dotycich (De Tactionibus) - Dvousvazkové dilo, které se, bohuzel, nedochovalo a je zndmo,
podobné jako ostatni Apolloniova dila, z citaci z dél Pappa z Alexandrie. V tomto dile
formuloval a vyresil tlohu dnes znamou jako Apolloniova uloha.

Pravodce studiem

Z dél Apollonia z Pergy jsme si uvedli pouze dvé, které jsou pro nasi praci nejdilezitéjsi. Kniha
O dotycich definuje tzv. Apolloniovu Ulohu, které se vtomto studijnim materidalu budeme
vénovat, a druhd kniha Kdnika definuje kuzelosecky, které budeme vyuZivat pfi reSeni
Apolloniovy Ulohy za pouziti ICT (nastroji dynamické geometrie).

Apolloniova uloha

Sestrojte kruznici, kterd se dotyka tri danych kruZnic.

Ve specidlnich ptipadech povazujeme za kruznici i bod (kruZznice s nulovym polomérem) a
pfimku (kruznice s nekonecné velkym polomérem).

Budeme-li uvazovat vSechny 3 mozné geometrické Gtvary: kruznice (k), bod (B), pfimka (p),
mulzZeme spocitat pocet kombinaci, o kterych mlZeme timto zadanim uvaZovat, jako
kombinace s opakovanim treti tfidy ze tfi prvka.

C'(n,k):(n+k_lJ (n+k-1)!

k) k(-1

5 ! 1.4.
C'(3,3) = :L:ﬂ:2.5:10
3) 3L21 312
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Pravodce studiem

U takto malého poctu prvkl i bez znalosti néjakych vzorci z kombinatoriky bychom lehce
zjistili vSech 10 nésledujicich moZnosti: kkk, kkB, kkp, kBB, kpp, kBp, Bpp, BBp, ppp, BBB.

Nékteré vySe uvedené typy uloh jsem schopni fesit jiz na zakladni a stfedni Skole. Vétsinou se
jednd o feseni za pomoci mnoZzin bodd danych vlastnosti (MBDV) napf. kruznice, pfimka (osa
usecky, osa uhlu) nebo také casto uzitim stejnolehlosti.

My se budeme v tomto textu vénovat obecné Apolloniové uloze kkk, kde budeme uvazovat
poloméry rlizné od nulového a nekonecné velkého. Takto zadand uloha se resi dalSimi
metodami, kde se vyuziva napr. chordaly a s tim souvisejici mocnost bodu ke kruznici, kruhové
inverze nebo také pomoci MBDV, kde se tentokrat bude jednat o kuZelosecky. Existuji i dalsi
metody, které by jiz byly nad rdmec a rozsah tohoto studijniho textu, ale nelze opomenout i
analytické reseni ulohy.

Takovato obecna uloha ma nejvyse 8 feseni, coz plyne z toho, ze hledana kruznice ma dvé
moznosti dotyku s kazdou zadanou kruznici (vnéjsi a vnit¥ni dotyk), dohromady ma tedy 2° =8
moznosti dotyk(l se viemi tfemi zadanymi kruznicemi. Konkrétni pocet feseni zavisi na danych
kruznicich (rozmisténi stfedd kruznic a velikosti jejich poloméra).

Pocet rfeSeni Apolloniovy ulohy kkk:

a) Jsou-li kruznice k3, k2, k3 soustredné, iloha nema reseni.

b) Jsou-li kruZnice ki, k2 soustfedné (r: < r2) a kruznice ks lezi ve vnéjsi oblasti kruZznice ko,
uloha nem3 reseni.

c) Jsou-li kruznice ki, k2 soustifedné (r; < rz) a kruznice ks lezi ve vnitini oblasti kruznice k3,
uloha nema reseni.

d) Jsou-li kruznice ki, k2 soustifedné (r; < r;) a kruznice k3 nelezi ani ve vnéjsi oblasti
kruznice kz ani ve vnitfni oblasti kruznice kz, Uloha mUze mit az 8 reseni, feSime uzitim
mnozin bod( danych vlastnosti (MBDV).

e) Dotykaji-li se kruznice ki, k2, k3 v jednom bodé, uloha ma nekonecné mnoho feseni.

f) Lezi-li jedna kruZnice uvnitf druhé a druha uvnitf tfeti, Uloha nema feseni.

g) Lezi-li jedna kruZnice uvnitf druhé a treti lezi ve vnéjsi oblasti vétsi z nich, dloha nema
feseni.

h) V jiné poloze neZz v ulohach a) - g), uloha miZe mit az 8 feseni, fesSime rdznymi
metodami (napf. dilatace, kruhova inverze, MBDV + ICT).
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PF. zadani Apolloniovy ulohy kkk

ki

5 k3

k>

Pravodce studiem

Takto zadana uloha nekoresponduje s Zadnym z bod0 a) — g). Budeme-li chtit dlohu vyresit
néjakou zakladni metodou MBDV, musime zaddni ulohy néjakym vhodnym involutornim
zobrazenim prevést na ulohu z bodu d) tak, Ze dvé kruZznice budou soustfedné a treti bude
lezet mezi nimi (v ,mezikruzi“). Takovou Ulohu fe$ime metodou MBDV. Redeni Ulohy pak ale
musime stejnym zobrazenim prevést zpét, ¢imz ziskdme feSeni plvodniho zadani ulohy.

Pfevedeni dvou kruZnic na soustfedné kruznice provedeme uZitim kruhové inverze (kruhova
inverze je involutorni zobrazeni). Pfi vyuzivani kruhové inverze je dilezitd spravna volba
zakladni kruznice (inverze). Zakladni kruznici tedy musime zvolit tak, aby se dvé zadané
kruznice zobrazily na soustfedné kruznice. K tomuto Ucelu si jesté pfipomeneme chordalu
dvou kruZnic a s tim souvisejici mocnost bodu ke kruznici.
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Mocnost bodu ke kruznici

7

Definice: Libovolnému bodu M roviny pfifadime realné Cislo m, pro néz plati m = |MA| -|MB

kde A, B jsou priseciky dané kruznice k s libovolnou secnou s prochazejici danym bodem M.
Takovéto m nazyvdme mocnosti bodu M ke kruznici k.

Pravodce studiem

Podrobnéji se nebude vénovat problematice mocnosti bodu ke kruznici, jen bych odkazal na
dalsi literaturu, nebot rGzni autofi definuji tuto mocnost rizné a nékde se setkate s definici

m= |MS|2 —r?, tak jak spolu tyto vztahy souvisi...

Pokud podle zvolené definice plati dand mocnost pro jakoukoliv libovolnou secnu,
v extrémnim pfipadé mlzZeme za se¢nu povazovat i te¢nu (pruseciky A, B splynou v jeden —

bod dotyku T). V takovém piipadé se m =|MA|-|MB| :|MT|2. Spojime-li bod M se stfedem
dané kruZnice a bod dotyku T také se stfedem kruzZnice, dostdvame pravouhly trojuhelnik

(tec¢na je kolma na polomeér). Dle Pythagorovy véty tedy miZeme psat |MT|2 = |MS|2 —-r’.
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Chordala

Definice: Chordala je mnoZina bodl v roving, které maji ke dvéma danym kruznicim kj, k2
stejnou mocnost.

Pravodce studiem

Poznamka: Aby nedoslo k omylu, je potfeba zdUraznit, Ze touto definici se nemysli, Ze by kazdy
bod chordaly mél tutéz mocnost m k zadanym kruznicim ki, k. Takové body v roviné existuji
maximalné dva, kdezto chordala je mnozina nekone¢né mnoha bodl. Budeme-li mit napf. Bj,

By, Bs,... rizné body chordaly, m(B,,k;,k,) oznac¢ime mocnost bodu B ke kruznicim ki, k2, tak
potom: m(B,k;,k,) # m(B,,k;,k,) # m(B;,k;,k,)...
Pro body chordaly plati pouze: m(B,,k ) =m(B,,k ), m(B,,k ) =m(B,,k ), m(B,,k ) =m(B;,k ),...

Necht ki, k2 jsou navzajem se protinajici kruznice. Potom jejich praseciky A, B maji k obéma
kruznicim stejnou mocnost: m(A,k;,k,) =m(B,k;,k,)=0.

Pro libovolny bod P pfimky AB zfejmé plati m(P,k,) = m(P,k,) :|PA| -|PB| . Tedy pfimka AB je

chordala.
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Priivodce studiem

Ukazeme si i analyticky, Ze chordala je pfimka (kolma na ,stfednou” S1S2). Pro zjednoduseni
vypoctu si zvolime specialni umisténi stfedl zadanych kruznic na osu x (jeden stfed umistime
primo do pocatku KSS).
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Necht M e ch(k,,k,) < |MS,[ —r?=|MS,[ —r2.
Z vy$e uvedeného obrazku plyne z trojuhelnikd AMS,X,, a AMS,X,, podle Pythagorovy véty:
2
Xi/l + yf/l _r12 = (|SISZ|_XM ) + Yr\/f_rz2
2
Xi/l + Yf/l _"12 :|SISZ| _2|8182|XM +X§/| + YMZ_rz2

2[S,S,| %y =[S,S,]" + 12 1

_ |SISZ|2 + r12 B rz2 ;

Yu €R (libovolné realné &islo)
2|S,S,|

M
Body M tvoti pfimku (v nasem pfipadé kolmou na osu x neboli kolmou na ,stfednou” <> S,S,).

V nami zvoleném piipadé S, =[0,0], S, =[X,,,0] = S;S, =S, - S, =(Xs,,0).

2 ) 2 2 2 2
Pro libovolné dva bod - M , - M chordal
y M] { 2|SISZ| ’yMl M2 2|Slsz| ’yMZ y

=<
=
I

|\/|2—|V|1=(0, yMZ_yMl)'
S5, MM, =(%,,0)-(0, Yyo —Yp1)=0 < SS, LMM, = <SS, L <>MM,.
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Priivodce studiem

Sestrojit chordalu dvou protinajicich se kruznic neni problém, protoze zname dva body
chordaly (priseciky kruznic) a vime, Ze chorddla je pfimka. Jesté si ukdzeme alespon jednu
moznost sestrojeni chordaly dvou neprotinajicich se kruznic.

Necht kj, k2 jsou dvé navzajem se neprotinajici kruznice. Necht t je jejich spolecna te¢na a
necht bod B je stfed Usecky T:1T, kde T;, T2 jsou body dotyku tecny t a kruznic ki, k2. Potom
pfimka ch (ch 1. S1S; A B € ch) je chordadla kruznic ki, k.

ch

Bod B nélezi chordale kruznic ki, k2 nebot B=T, +T, atudi |BT|" =|BT,|".

Pravodce studiem

K nalezeni chorddly dvou neprotinajicich se kruZnic lze vyuzit i potenéniho stfedu — bodu, ktery
ma stejnou mocnost ke tfem zadanym kruznicim. Nechavdm na samostudiu.
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Pravodce studiem

Nyni mUzZeme pfistoupit k dalSimu kroku, volbé vhodného involutorniho zobrazeni, pomoci
kterého pak prevedeme dvé ze tfi zadanych kruznic na soustfedné kruznice. Timto
involutornim zobrazenim bude jiZ avizovana kruhova inverze.

Kruhova inverze

Definice: Mébiovou rovinou M, rozumime Euklidovskou rovinu E, rozsifenou o jeden

nevlastni bod oo, tj. M, =E, U{o}.

Definice: Kruhova inverze 1 uréend kruznici @(S,r) je zobrazeni v Mobiové roviné, které
kazdému bodu X # S jednoznacné prifadi bod X* = 1 (X) nasledujicim zplsobem:
1. X'e —SX,
2. [SX]-[sx’
3. i(S)=0 Ai(w)=S.

=r2,

Bodem X vedeme tecnu t ke kruznici @, ¢imzZ ziskdme bod dotyku T. aXTS je pravouhly. Pro
patu vysky vaXTS sestrojené z vrcholu T na stranu XS plati dle Euklidovy véty o odvésné
nasledujici rovnost: r* =|SX|-|SX'|. Je tedy zfejmé, Ze pata vysky oznalend X' je obrazem
bodu Xv kruhové inverzi s kruznici @v souladu s definici kruhové inverze. Tuto konstrukci tedy
mulZeme uzivat k sestrojeni obrazu bodu v kruhové inverzi.
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Nékteré vlastnosti kruhové inverze (bez dikazl):

Véta: Body vnitfni oblasti kruznice @ se zobrazi na body vnéjsi oblasti této kruznice a naopak.

Véta: Body primky prochazejici stfedem S inverze 7 se zobrazuji opét na tuto pfimku (v souladu
s ptredchozi vétou). Tato pfimka je tedy slabé samodruzna. (V souladu s definici také plati
i(S) =00 Ad(w)=S)

Véta: Obrazem primky p, kterd neprochazi stfedem inverze S, je kruznice p‘ prochazejici
stfedem S.

Véta: Obrazem kruznice k prochazejici stfedem inverze S je pfimka k‘, ktera neprochazi
stfedem inverze S.

Véta: Obrazem kruZnice k, kterd neprochazi stfedem inverze S je kruznice k‘. (Pozndmka:
Obrazem stfedu kruznice k neni stfed kruznice k*.)

Pravodce studiem

Dakazy uvedenych vét a dalsi vlastnosti kruhové inverze si mizZete nastudovat v doporucené
literature.

Vizualné si mlzZete uvedené vlastnosti a princip fungovani kruhové inverze rychle vyzkouset
s vyuzitim nastroji dynamické geometrie jako je napf. GeoGebra.

Nyni se jiz vratime k zadani Apolloniovy ulohy kkk.

=
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Rozbor:

Prvnim krokem bude prevedeni zadanych kruznic k,k,,k; na dvé soustfedné kruznice kl',kz'
a treti kruznice k3' bude lezet v jejich ,,mezikruzi“. Provedeme pomoci vhodné zvolené
kruhové inverze. Redime tedy stanoveni kruZnice @ pro kruhovou inverzi 7 tak, aby se kruZnice
k., k, zobrazily na soustfedné kruznice k,k,". 7 (k )=k, i (k,) =k,

V prisediku pfimky p prochazejic stiedy kruznic S, S,, a chordaly ch kruznic k;, Kk, vznikne
bod Q. Z bodu Q vedeme ke kruznici K, tecnu t. Bod dotyku oznaéime T.

QT

p. Bod P; zvolime za stfed zdkladni kruznice @ kruhové inverze 1 a polomér r :|I31P2|. Po

Déle sestrojime kruznici 1(Q, ), ¢imZ ziskame body P;, P, jako praseciky kruznice | a pfimky

aplikaci takto zvolené kruhové inverze ise nam kruznice k|, k, zobrazi na soustfedné kruznice

4 ! v v v , v . 4
k, ,K, se sttedem v bodé P a kruznice K, se zobrazi na kruznici kK, .

Popis konstrukce:

Dp;p=Ss,

2) ch; ch(k,,k,), chordala kruznic k, K,

3)Q; Q=pnch

4) t; teCna z bodu Q ke kruznici k,

5) T; T etnk,, bod dotyku te¢ny t ke kruznici k,
6) 1(Q.|QT])

7)P.P; {P.R}=Inp

8) i(@); w(P.|PP))

9) k/',k, ki k' =i(k), k, =i(k,), k;' =i(k,)

Pravodce studiem

Nyni si provedeme jen tuto dil¢i ¢ast konstrukce, kterou jsme si popsali v popisu konstrukce.
Tim se naSe obecné zadani Apolloniovy ulohy kkk zméni na ulohu stejného typu jen se
specialnim rozloZenim zadanych kruznic.
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Konstrukce:

ch

Pravodce studiem
Nyni jiz mame Apolloniovu ulohu kkk dle bodu d) viz str. 4

... d) Jsou-li kruznice ki, k2 soustfedné (r1 < rz) a kruznice ks neleZi ani ve vnéjsi oblasti
kruznice kz ani ve vnitfni oblasti kruznice kz, Uloha mize mit az 8 feSeni, reSime uZitim
mnoZzin bodd danych vlastnosti (MBDV)...
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Rozbor:

Stred S hledané kruznice k lezi v prlniku mnozin M; a M,, kde M; je mnoZina stiedd vsech

kruznic, které se dotykaji dvou soustfednych kruznic K, k, a M, je mnoZina stfedd vsech

kruznic daného poloméru dotykajicich se dané kruznice k,. MnoZina M; jsou dvé kruZnice

' '
L+
1>

m,, m,,kdem, |S je mnoZina stfedl vSech kruznic, které maji s kruznici K, vnitfni

’ !
N

dotyk a s kruZnici k; vnéjsidotyka m, {Sl ,

] je mnozina stfed( vSech kruznic, které maji

vnitini dotyk s obéma kruznicemi k;, k,. MnoZinu 9; tvori dvé dvojice soustfednych kruznic

! ’ ’ ’ ’ ’
v ' PP e ¢ N+ rn—r ro+r
m,,,m,,,M,;,m,, se sttedemv S; apoloméry r/ + L2, /4 > 2, -1 2 ar 172,

Popis konstrukce:
M5 M, :{mn’ m12}

) r'+r,
m,; mll[sl =P, 2 2 J

, r'—r
2) m,; mlz{sl = PzagJ

My M, z{mZI’ m,,, My, m24}

1 1
r'—r
3ym,,; m21(8.3',r3'+—1 2 J

2
' '
4ymy,; m,| S, ,r + " th J
2
' '
5) Mys5 Moy Ssrar;_rl = J
2
' '
6) My, My, Ssrar;_rl 42'5 ]

7) O" Oi ZMImmzzmljmmZK;j:L 27 k:L 2: 37 4) i=17 27 3: 4: 5: 67 77 8

r'—r' | .
8)OI; Oi(oii ! 2 : JB |:13 29 35 4

'
L +r

9)0|’ Oi[oi’ l 2 : Ja |:59 6, 7, 8
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Konstrukce:

ch

Pravodce studiem

Nyni jsme vyresili upravenou Apolloniovu ulohu kkk, kde dvé kruznice byly kruhovou inverzi
pfevedeny na soustfedné kruznice. Ziskané kruZznice 0,, 0,, 0,, 0,, Oy, O,, O,, O; jsou obrazy
v kruhové inverzi i (w) hledanych kruznic piivodniho zadani Apolloniovy Ulohy kkk. Nyni zpétné
diky involuci kruhové inverze zobrazime ziskané kruznice 0, na pdvodné hledané kruZnice

k” k” k!! k!! k!! k” k” k”_

1> R Bes By s Rs s Res By By
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Popis konstrukce:

)-8)i,(0)=k",i=1,2,34,56,7,8

Konstrukce:
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Pravodce studiem

Pro pfehlednost Feseni si zobrazime samostatné zadani dlohy (k;,k,,K, ) a jeji feseni (hledané

v " " " " " 4 " "
kruznice k', Kk, ', Ky, K, ', Ko, Ko, K0, Ky ).
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Analytické feseni

12 4

10 A
Vs1

8
Xs1 Xs2 Xs Xs3

Pravodce studiem

Vypocet stfedu hledané kruznice a nasledné velikosti poloméru hledané kruznice budeme
realizovat pro jednu z osmi hledanych kruznic (¢ervend — viz obrdzek). Princip vypoctu pro
ostatni hledané kruznice je stejny.
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Pro zadané kruznice k1(Sz,r1), k2(S2,r2), k3(S3,r3) a hledanou kruznici k(S,r) plati dle Pythagorovy
véty nasledujici vztahy:

(Xs _X51)2 +(ys - ys1)2 :(r+ rl)2
(Xs _st)2 +(ys - ysz)2 =(r+r2)
(Xs _X53)2 +(ys - y53)2 (r+ r3)2

2

2 2,2 2 _ 2 2
(1): Xg =2XsXs) + X5, + Y5 =2Ys Vg + Y =1 +20 41

2 2 2 2 2 2
(2): Xg =2XsXg, + X5, + Y5 —2Ys Y5, + Y5, =1+ 20T, +1,

2 2 2 2 2 2
(3): X§ —2X Xy + X3 + Vs —2Y Vg3 + Vo3 =7 +2r0+ 15

(2)-(1): X (2Xs, =2%g, )+ Y5 (25, —2Ys, )+ T (26, =20,) =X, + X5, — Yo, + Ve, + 1 =1 =0
(3)-(1): X, (2Xs; —2Xg3 )+ Y5 (2Ys; —2Ys3 )+ (26 —26) = X5, + Xe5 — Ye, + Vo3 + 1, =1 =0

Z prvni rovnice vyjadfime X, (v zavislostina yga r),

2 2 2 2 2, 2
X = ys(2y82 —2y31)+r(2r2 _2"1)+X51 Xyt Ysi = Y5, — I+
° 2Xs, —2X

a dosadime do druhé rovnice,

Ys [(stz = 2Y5, )(2X%5, = 2%55 ) + (25 = 2¥s5 ) (2%s, = 2Xs, ):""
A T[(20 =20 ) (2Xg, = 2G5 ) + (25 =21, ) (2%, = 2Xs, ) |+ .

S1 - “”Ns2

2 2 2 2 2 2
et (X =X Y = Ve, — R ) (2% 2%y ) +
2 2 2 2 2 2
et (_X51 X3 =Yt Y3+ -6 )(2)(31 _2st) =0
Z této rovnice vyjadfime Y, (v zavislostina r),

- r[(2n-21,)(2xg, —2Xg; ) +(2r, =21 ) (2X5, = 2%, ) |
(2Ys, =2Ys; )(2%s; —2%s; ) +(2Ys, —2Ys5 ) (2%, —2Xs, )
N (—x§1+x§2—y§1 +y§2+r12—r22)(2xSl —2Xs3)
(2Ys2 =2¥s ) (2%s) = 2X55 ) +(2Ys1 = 2Ys3 ) (2% = 2%s,)
N (Xél—x§3+y§1—y§3—r12+r32)(2x51—2x32)
(2Ys, =2Ys, )(2%s; —2Xs3 ) +(2Ys, —2Ys5 ) (2%, —2Xs, )
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a dosadime do vyrazu pro X (ziskdame tak vyjadfeni obou soufadnic hledaného stfedu

S[Xs; s ] v zavislosti pouze na r).

B r[ (2 —21,)(2Xg, = 2Xg ) + (205 =26 ) (2%, —2X5,) ](2Ys, —2Vs,)
S [(2YS2 _2YS1)(2X31 _2Xs3)+(2ys1 _2ys3)(2X31 _2st)](2X31 _2st)
(—x§1 + X3, = Ve + Ve, + 17— rj)(zxs1 —2Xs3)(2Ys, —2Vs,)
(2Ys, =2Ys) )(2%s; = 2% ) +(2Ys; =255 ) (25, — 2%, ) (25, = 2Xs,)
(x§l — X+ Ye — Ve — I+ r32)(2xSl —2Xs,)(2Ys, —2Vs,)
(2Ys =2Ye1 )(2%s) = 2X65) +(2Y5 =255 ) (2Xs, —2Xs, ) [(2Xs, —2Xs,
2

ot

r(2r2 —2I’1)+ Xél - Xéz + yél - ygz - r12 + rz (2YS2 2ys1) 2X51 _2Xs3

( )

_ ] ( )
[(2YS2 _2y51)(2X51 _2Xs3)+(2y31 _2YS3)(2X ](2)(31 _2st)
'] )( )

( ( )

:I’(Zl‘z —2I’1)+ Xél o ng + yél o ygz o r12 +1 (2YS1 2y$3 2X51 _2X52

+
[(2ysz _2y51)(2X51 _2Xs3)+(2y31 _2y33) 2X 2st ] 2X31 _2st

Pravodce studiem

Tento vyraz pro X, by si zaslouZil jesté dalSi Upravy (roznasobit, sloucit spole¢né hodnoty Ci
neznamé, povytykat apod.). Jiz necham na samotném ¢tenafi. Vyraz je také zapsan jako soucet
nékolika sc¢itancl ve formé zlomkud se stejnym jmenovatelem z dlivodu rozdéleni na nékolik
radkd. Standardné by byl zapsan jednim zlomkem stimto spoleénym jmenovatelem. V
upravené podobé by se urcité dale s danym vyrazem pracovalo jednoduseji a pfehlednéji.

Nyni kdyZ dosadime vyrazy pro X; a Y; do nékteré z plvodnich rovnic (1), (2) nebo (3),
dostaneme jednu kvadratickou rovnici o jedné neznamé r.

Tim ziskame obecny predpis pro vypocet poloméru r hledané kruznice K v zavislosti pouze na
znamych zadanych hodnotach X, ¥s;5 s X505 Y50 By X35 Ys35 I

Tento pfedpis pro I dosadime do rovnic pro vypocet soufadnic Xsa Y, tim ziskdme predpisy
pro vypocet souradnic stredu S[Xs;ys] hledané kruznice v zdvislosti pouze na znamych

zadanych hodnotach Xg;, Y55 15 Xs5s Ysos By Xs35 Ys30 Iy
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Priivodce studiem

Na zavér si ukazeme jedno elegantni feSeni Apolloniovy ulohy kkk metodou MBDV. MnoZziny
bod( danych vlastnosti nemusi byt jen snadno konstruovatelné geometrické utvary, jako je
primka nebo kruznice, ale mohou to byt i regularni kuzelosecky (parabola, elipsa, hyperbola).
| kdyZz tyto kuZelosecky predstavuji mnoziny bodld danych vlastnosti vroviné, neni jejich
konstrukce béznymi rysovacimi potfebami jednoducha a hlavné presna. Presné dle definice
dokazeme sestrojit pouze jednotlivé body dané kuzZelosecky.

Zde se vyhodné uplatiuji nastroje ICT. Nejen pro konstrukcni ulohy je dnes velmi popularni
nastroj dynamické geometrie GeoGebra. Tato aplikace je dostupna pro vSechny platformy
véetné mobilnich zafizeni i v online reZzimu. Popularitu si neziskal jen diky volné dostupnosti,
ale hlavné diky moznostem, které nabizi a jednoduchosti ovladani.

Tuto aplikaci nyni pouzijeme predevsim proto, Ze dokaze presné vykreslit uvedené regularni
kuzelosecky, které budeme potiebovat k vyreseni nasi Apolloniovy Ulohy kkk.

Parabola

Definice: Parabola je mnoZzina vSech bodl P v roviné, které maji od daného bodu F (ohnisko) a
od dané primky d (fidici pfimka), ktera timto bodem neprochazi, stejné vzdalenosti.
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Elipsa
Definice: Elipsa je mnozZina vSech bodu E v roviné, které maji od dvou danych rdznych bod

F1, F2 (ohniska), konstantni soucet vzdalenosti vétsi nez vzdalenost bodu Fi, F..

< E
A KJB
D

Hyperbola

Definice: Hyperbola je mnoZina vSech bodl H v roviné, které maji od dvou rdznych danych
bod( Fi, F; konstantni kladny rozdil vzddlenosti 2a mensi nez je vzdalenost bod( F3, F».

H
2
Fi |A s BR
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Pravodce studiem

Jiz vime, Ze nase Apolloniova Uloha kkk ma osm tfeSeni. Ukadzeme si princip hledani feseni této
ulohy pomoci kuzelosecek na jednom pripadé (viz nasledujici Rozbor). Pfi feseni ulohy kkk se
zreguldrnich kuZelosecek uplatiuji jen elipsy a hyperboly v zdvislosti na polohovych a
metrickych vlastnostech zadanych kruznic a na konkrétni hledané kruznici. DalSi rozbory jiz na
stejném principu nechdvdm na ¢tenafi. V zavéru ukazi vSech osm hledanych kruznic.

Rozbor:

Z polohovych a metrickych vlastnosti bodu Sy hledané kruznice kx; s polomérem rpi viaci danym
stteddm a polomérdm zadanych kruznic K, (S,,1), K,(S,,1,), K,(S;,r;) plynou nasledujici
vztahy:

(1) [SyS)| =1 +1,

(2): |Shisz| =i +h

(3): |SuSs| =1, +1,

Tyto tfi vztahy mUZzeme nakombinovat do tfi dvojic a vztahovat postupné sledované vlastnosti
stfedu a poloméru hledané kruznice vzdy k stfedim a polomérdm dvou danych kruZnic.
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(1), (2): |Shisl| =0+
|Shi82|:rhi +h

Pro hledani mozné pozice bodu Spiz dané soustavy eliminujeme nezndmou ryi. Provedeme
napf. vyjadrenim rp; z jedné rovnice a dosazenim do druhé.

Z prvni rovnice I, = |Shi81|— I, po dosazeni do druhé rovnice |Shi82| = |Shi81| -+,
Po Upravé na tvar |Shi51|—|5hi32| =I,—r, dostdvame predpis uddvajici vlastnost bodu

hyperboly v souladu s uvedenou definici. Bod Spije bodem hyperboly, Body S, S, jsou

ohniska a konstanta 2a =1, —r,. [#,(S,,S,,I,—1,)].

1), 3): |ShiSl| =hi+h
|Shis3|= hi Th

Z prvni rovnice I, :|Shi81|_ I, po dosazeni do druhé rovnice |ShiS3| :|ShiSl|—l’1 +1.

Po Upravé na tvar |Shi51|_|3m33|= I, —r, dostadvame predpis pro hyperbolu, kde Bod Sy je

bodem hyperboly, Body S,, S, jsou ohniska a konstanta 2a =1, —r,. [#,(S,,S,,I, —1,)].

(2), (3): |Shi82| =M th
|Shis3|= hi Th

Z prvni rovnice I, =[S.;S,|—,, po dosazeni do druhé rovnice [S,;S;|=|S,;S,| -1, +1,.

Po Upravé na tvar |Shi82|—|ShiS3|= I, —r, dostdvame predpis pro hyperbolu, kde Bod Spije

bodem hyperboly, Body S,, S, jsou ohniska a konstanta 2a =1, —r,. [#,(S,,S;,I, - 1,) ].

Stred Sk hledané kruZnice kxi tedy budeme hledat jako prisecik definovanych hyperbol.
S, € H\(S,,S,,1,—=0L)NH,(S,,S,,1, =) NH,(S,,S,,1, —T,)

, kde P je bod dotyku se zadanou kruZnici. Bod dotyku

Polomér hledané kruznice T, =|ShiF’i

dvou kruznic je bodem primky ,stfedné”. Napf. pro bod dotyku hledané kruznice se zadanou
kruznici k, plati: P =k n<>S,S,.

Hledand kruznice k,; =Kk; (Shi, ShiF;|).
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Popis konstrukce:

) #H,(S,,S,,2a=r-r,)

2) H,(S,,S;,2a=1,-1)

3) #,(S,,S;,2a=r,-1,)

4)S,; Sy eH, NH,NH,, 1=1,2
5P pi= < SyS,

6) P; P ek np,

7) Kiis K (Shi’ ShiPi|)

Konstrukce:

Pz

P
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Pravodce studiem

Pti rozboru prvniho pfipadu jsme vypocitali predpisy pro tfi hyperboly. Ziskali jsme dva
spole¢né body vsech t¥i hyperbol — dva stfedy hledanych kruznic, tudiz dvé feseni z osmi— dvé
hledané kruZnice kpn. PFfi dalSich rozborech dalSich pripadt hledanych kruznic se vidy
dopocitame k predpisim pro tfi hyperboly. V druhém kroku vypocitdme dalsi dvé nové
hyperboly, tfeti jiz bude totoZna s jednou z predchozich. Ve tretim kroku vypocitame novy
predpis jiz jen pro jednu hyperbolu, dvé jiz budou totoZné s predchozimi a v poslednim
Ctvrtém kroku se jiz dopocitdme jen k predpisim hyperbol zndmych z pfedchozich krok.
Celkem tedy sestrojime Sest rliznych hyperbol. Hledané stfedy Sy jsou vidy pruseciky ti
hyperbol. Poloméry r;ziskdame stejnym zplsobem jako v prvnim pfipadé a tim ziskame vSechna
reSeni — vSech osm kruznic kni (kn1, knz, kn3, kna, kns, kne, knz, kns).

Vysledné feseni touto metodou je na ndsledujicim obrazku.
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Zaveér

Cilem studijniho textu bylo seznamit vas s nékterymi moznostmi feSeni Apolloniovy ulohy
jakozto vhodného prikladu k tomu, abychom si mohli ukazat, jak je efektivni vyuZivat nastrojl
ICT kfeSeni matematickych problémd, treba i tak starych a mnohokrat mnoha zplsoby
vyfeSenych, jako je tato uloha.

ZpusobU feseni této uUlohy je jiz mnoho za ta staleti, po kterd je znama a vidy zaujimala
vyznamné postaveni a budila zdjem matematikl i studentd, nebot pfi jejim feSeni miZzeme
uplatnit mnoho matematickych poznatkl a obcas jesté pfijit i s néjakou elegantnéjsi metodou
reseni.

Jednou z téchto novéjsich moZnosti je feSeni za podpory ICT. Nejen, Ze veskeré konstrukce
v tomto textu byly vytvofeny pomoci ndstroju dynamické geometrie GeoGebra, ¢imzZ jsou
konstrukce mnohem péknéjsi, jednodussi, nazornéjsi apod., ale pfedevsim jsme si mohli
ukdzat i feSeni metodou, kterd by byla bez téchto moznosti ICT nerealizovatelna. Metody
reSeni vyuZivajici mnozin modUd danych vlastnosti (MBDV) budou urdité patfit k nejstarsim
metodam, ale predevsim se jednd o vyuziti takovych MBDV, které jsou sestrojitelné pomoci
pravitka, kruZitka, tj. pfedevsim rlizné definovanych pfimek a kruznic. K tomuto ucelu jsem
jednu takovou metodu pro srovnani také zvolil.

Jisté byly jiz velmi ddvno zndmy i moZnosti vyuZzit k feseni této ulohy takovych MBDV, jakymi
jsou kuzelosecky, ale konstruovani téchto kfivek jiz neni tak jednoduché a predevsim neni
zpusobem tuzka, pravitko, kruzitko, popf. i kfivitko tak presné. Nalezeni konkrétniho bodu
v roviné (stfedu hledané kruznice) jakoZto praseciku krivek ale vyZaduje absolutni presnost.
Tuto mozZnost nam nabizi pocitace a prislusné softwarové nastroje. Digitalni technologie
nemusi pfinaSet nové poznatky, jen je potieba je umét efektivné vyuzivat i pfi zpracovavani
poznatkU dfivéjsich a reSeni problém{ lidstvu ddvno znamych.
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